ZW 1953 - 010

R7pport
™ 21

Iﬂtﬁ“?”tle met behulp van kﬁrwkterimtlek@m vaon aymtum@m
van niet-linecire p“vtiele dlif@?@ﬁti““lV@Pgﬁlijklmg&n
~met toelichting 2aon de hand von een voorbeeld uit de

_ hydraulica, o

dogr
G.W. V@ltknmp .

Juni

1953



e A S -~ s iy e : ek
’ . <t B T T R o) 4 ] L ik ' E-' S i 3 4 :
Voordracht door de b

met behulp van kerakteristieke “
differentiaalvergell jking
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n van systemen

en

nict-lineaire partiele
met toelichting aan

de .

an een voorbeeld ult de hy-
draullica,

ﬂ% ) In 1@ ‘ld o

entiaalvergell jkin-

begschouwen het volg

ende stelsel partiele diffe:

a,,u_ + a,,Vv,
UX ~+- a22vx
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W& f'hal

rin u(x,y) en v(x,y) onbekende functies zijn van de twee ona kelljlk

m cu
variabelen x en v 1 = 2Nz .
Yy Ux T 3x €

coeffliclenten a en h zijn in het algemeen functies van x, y, u en

20, L 0 i
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ndeze vergelijkingen, die een overheersende rol spelen 1in de
gasdynamica en in de hydraulica, in hoofdzaak vanult het standpunt van de
racticus beschouwen. De

belangrijkste (in het algemeen numerieke) op-

lossingsmethode zal worden aangegeven. Daarnaast zullen aan de hand van
een voorbeeld ult de hydraulica enkele
ka

gevolgen van het niet-linealre
elicht.

rakter van de vergelljkingen (1.1) worden toeg

2. Karakteristieken.

We beschouwen het stelsel (1.1). Noem

O voor alle 1 en j, dan zijn de vergelijkingen (2.1) afhanke-
11jk; dit geval sluiten we uit. De gevallen A12 = A34 = O% en A’IB ““Agl;“ (
sluliten we bij de algemene behandeling ook ult. Het blijkt dat in deze
gevallen of de resultaten van het volgende met geringe wijzliglingen geldi;
blijven, of dat het systeem ontaardt. We kunnen dan in het volgende
zonder beperking aannemen, dat A, £ 0, Az £ 0.

Z1j nu u(x,y) , v(x,y) een oplossing van (1.1). Z1j K een kromme in
gegeven door x = x(8), ¥y = y(s), met kg(a) + ﬁ2(8)¢ O,

7
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w en v als



Interessanter is het als /A wel nul is.

van de matrix van

echter, daar A =
-

+ yv°© #£ 0.

We vinden dus: als in een punt van

u, v zeker compatibel moet blijven

moet, daar het stels=<]

VOoOor een geg

hetgeen, daar x # 0, omdat Ao £ 0, aequlvalent is

T 8935 F12Yy T Fu®

- 8o3% SopY = BpuX

We beschouwen nu bij de vergelijkingen (2.1) de z.g. karakter’ ~tiel

vergell jking
D

RqoY

in ieder punt (K s Y, U,V ) twee ver-
en het stelsel (2.1) dan

ngen yix heeft en noer

geeft (2.5)
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Integreren we deze richtingen tot krommen (karakteristieken) met para-
meters s resp. t, dan geldt dus langs deze krommen

Yg = U Xg
g T U Xy
terwijl uit (2.4) volgt:

(A,l,ICT-—AB,‘ ) U.S +(A120~A32)VS = (H,]Cf "HB)XS

(B4 T =Agq) vy +(A o, T =)V = (H{T -Hz)xy

Tot dusver hebben we &én speciale oplossing van (2.1) beschouwd. Vat-
ten we nu echter het stelsel (2.0) op als vier vergelijkingen voor vier
onbekende functies x, y, uen v van s en t ( 0 en 7 zijn op grond van i
(2.5) bekend als functiles van x, y , u en v) dan blijkt dus dat blj ieder

oplossing van (2.1) x, ¥y, u en v als functies van parameters s en t ge-
schreven kunnen worden en dat deze functies voldoen aan het stelsel

(2.6).

Omgekeerd kan bewezen worden, dat uit iedere oplossing x(s,t),v(s,t),
u(s,t),v(s,t) van (2.6) door eliminatie van s en t een oplossing van

(’l .1) gevonden wordt, mits X % O, X+ f O (xs = Q0 implicéeart Vg = 0!)

Bewljs: '%%%%L%%'m (T-0) x, x_ #0, dus s en t zljn op te lossen als
functies van x en Y.

Dan 1s u, = u_x. + U Vg = (u, +{7uy)xs etc., dus

(A, - Az, ) (u, +O’uy)+ (OA5 - ABE) (V. +O’vy)mo‘H1 - Hs.

Met (2.5) en A, =0 levert dit

T (A, (Ux T ALV, ot AU+ Ay Vo-H )-(A51ux+A32vX+A33uy+

+A34Vy“HB ) = 0



gelljking geldt met 7 1i.p.v. O en daar 7T # ¢ is ook

Dezelfde ver

A, . u

X 137y ]
of
8.11 a“u + 8.1 2V + 8.1 BU.y + 814 ¥

21 BpqUx a0V, t agzU, + an)Vy

en

analoog met als eerste kolom a13: 323*

m,ﬁ13 # 0, gelden dus ook de vergelijkingen (1.1)
| qg.e.d.

gelljkingen wordt alleen naar s, in de andere alleen
zedifferentieerd.
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Opmerkingen.

1. Ultgaande van het stelsel (2.6) kan men verschillende existentie-
stellingen geven (vgl. Sauer|1!, Friedrichs en Lewyl2) ). Het resultaat
1s, dat als langs een kromme K in het x,y-vlak u en v gegeven zljn, .
zodanlg dat de kromme nergens aan een karakteristieke richting raakt,
onder zekere differmantieerbaarheidsvoorwaarden de oplossing bestaat en
eenduldig bepaald is., Het gedrag van de oplossing in een punt P hangt
?ﬁ P daarbij slechts af van de waarden van
A u en v op het stuk AB van K, dat door
K | de karakteristieken door P ultgesneden
wordt (afhankelijkheidsgebied).

B e e L T

X

" . Essentieel biJ het bewljs van de aequivalentie van de systemen (1.1)
en (2.6) 1s dat %%%%f%%j 0O , hetgeen onder de aannamen A12 £ 0, A13 £ O
en @ # T neerkomt op X o £ 0, Xy £ O, '

Nu stelt x = x(s,t); v = y(s,t) een afbeelding voor van het s,t-vlak
op het x,y-vlak. De krommen t = const en s = const ziljn de karakteris-
tleken-scharen.

X, = 0 (hetgeen impliceert y_. = O, daar O eindig is) wll nu zeggen

S S
dat naburlge karakteristieken s = const elkaar snijden. Is dlt langs

een kromme 1in het x,y-vlak het geval, dan is deze kromme omhullende

van de karakteristieken s = const.

Verder zullen, daar bijv} 5% =

de afgeleiden naar x en y van u en v ¢ozijn in punten waar x_ of X4 nul

S
zljn.

In de omgeving van dergelijke punten gelden de existentie- en eendul-
digheldsbewijzen niet meer. Indien de vergelijkingen (1.1) een physisch
probleem beschrijven, dan zullen we bij het optreden van dergeliljke
slngulariteiten moeten concluderen, dat de mathematische beschrijving
nier faalt en op physische gronden moeten beslissen wat er verder ge-
beurt. In 655 zal hilervan éen voorbeeld gegeven worden .

5. Het hie; geschetste procede 1is ook toepasbaar op het geval van n ver-
gelijkingen met n afhankelijke variabelen en 2 onafhankelijke variabe-
len. (Zie Sauer |1, M.Cinquini Cibrariol?!, Friedrichs[4]).

De karakteristieke vergelijking (2.5) wordt dan van de n® graad -
door leder punt in het Xx,y-vlak gaan dan n karakteristieken. We kunnen
nu de parameters van deze karakteristieken niet meer als nieuwe onafhan-
- kelljke variabelen opvatten, maar met behulp van een iteratie-procede
lukt het toch existentie stellingen e.d. te bewijzen.,

. Z1jn er meer dan 2 onafhankelijke wvariabelen, dan wordt het probleem
veel 1lngewikkelder - er zijn karakteristileke oppervilakken enz. Zie hler-

voor O.a. Courant en FriedrichsLBJ'en Sauer 1] .



3. Karakteristieke functies,

Hoewel het systeem (2.6) een zeer geschikt uitgangspunt is voor theo-
retische en numerleke discussiles; kan 1n een aantal belangrijke gevallen
nog een verdere vereenvoudliging door lnvoering van nieuwe afhankelljke
varliabelen worden aangebracht.

In het geval van de een-dimensionale gas-stroming werden deze varlia-
belen reeds &oor Riemann | 6| ingevoerd. In het algemene geval kunnen we
als volgt te werk gaan (vergelijk ook Schonfeld L74), die een enigszins
andere methode volgt en direct uitgaat van de vergellijkingen (1.1)).

We schrijven de vergelijkingen (2.6) in de volgende vorm

+
y = ¢ X =0 )
S \
o / (3.7)
yt - G Xt — O @ ‘)
+ + . F
A1 U -+ A2 Ve = ABJXS (5.2)
waarblj
AT A2
o - #0en x, #0, y, # 0. _ (3.3)
A A
1 2
Beschouw nu de totale differentiaalvergelljking
AT du + AT dv = 0, _ _ (3.4)

L 2
waarin we u en v als variabelen en x en y als parameters beschouwen (de
coefficienten A zijn functies van x, y;, uen v). Zi] /u1+een integrerend
factor # 0 en F+(u5v; X,y) de bijbehorende integraal hiervan (deze bestan
zeker; van de mogelijkheid om bij een gegeven stelsel eenvoudlg een 1inte-
grerende factor te vinden, hangt de practische bruikbaarheid van de vol-
gende herleiding af).



Beschouwen we nu u en v, die functies waren van s en t, weer als
functles van x en y (dit kan, daar de functionaal determinant

dan kunnen we ook F+'als functle van x en y beschouwen
_+ ’ L+
Fi{u,v;x,y)= £ (x,y).

P+
eldt dan = f‘x X + fy
eri BF+
75

+ o+
fy)xs

- (et
Yo = (fx + C

. + e
-+FX xs +Fy ys

1

+ N, S
Fuus+Fv vs

A+, + -+
H (A1'u1 + Ay Vv )+ F . X + F

S 3 vy Vs

i

|

(4,7 a2t L et L AT o
(/,{ A} + FX + ¢ Fy)xs ,

(3.5)
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coefficienten c¢c— en a— worden dus functies van

en I noemen we karakteristieke functies.
aats van de vier vergelijkingen (2.6) hebben we nu 2 verge-

1ijkingen (3.6) en (3.7), die we aldus

kunnen lezen:

(3.8)

(3.9)

Dat deze vorm zich zeer goed leent voor numerleke berekenlingen ligt voor
de hand. Z1j bijvoorbeeld een beglinwaardeprobleem gesteld, waarbij u en

/ 7 .+ "
v (dus ook £ en f ) voor x = 0 als

functies van gegeven zijn.
Vervangen we nu in (3.8) en (3.9)
de differentialen door differenties

dan krijgen we (zle fig.)
y(Qq)-y(Py)=c"(Py) (x(Qy)-x(Py))

y(Qi)“y(Pi+1 )mc“(Pi_*.,] ) (X ’ ) ~-X (Pi‘H

E = . . . S
waarult x( Q,) en y(Q,) volgen (we nemen aan dat P, en P;_, dicht genoeg
bij elkaar zijn, zodat c (Pijﬁic (Py 1) ULG (4.9) volgt dan:

r (Qi)"" L (P1)+ & (Pi) (X(Qi)“x(Pi))

Hiermee 1s 1in de punten Qi dus alles bekend en we

naar de punten Hi'




evenwl jdige
beheerst door de ver

andtl).

de bodemwrlijvi
h(x,t)
gterich-

; ; | | ’ verticale richting

; L SIG YT Y X (verticale versn
al vliak loodrecht op de x-as 1s de

geven we de beweg

beschouwlng

U(x,t).
Beschouw twee verticale vlakken | de x-as door de punten ao(t) en
a?(t) dle met de pla@t@ﬁlijkﬁ snelheld mee h@W@g»;

de massa per lengte-eenheid in het kanaal 1s ( /0 is de dichtheld van het

de

grond geldt voor de druk p(x,y,t) in een punt van

tof

de zweaartekracht), geintegreerd

d Iwuk m&*taﬁ -

atmosferische




g toe op de watermassa

(4.6

rskracht”

wrijvingsterm; -W 1s de "wrijvin
W heeft het zelfde teken ales
1 wetten (4.2) en (4.6)
p grond van (4.1)

u). ,
kunnen we direct differantiaal

o

lerblj als verband tussen p en/ﬂ"

2 C (4.1

}

Zlen we af van de laat-te term van (4.10), dan zljn de verge-
l1ijkingen (4#.9) t/m (4.11) Juist de vergelijkingen voor de 1-dimensiona -
le stromin

gas met exponent 2 (voor een polytroop

van een polytroop
geldt algemeen p = '




Voeren we de grootheid c(x,t) in door

> 25

dp “
S
dan gaan (4.9) en (4.10) over in:

(4 .1%

~(#.13) door de aanname dat c-c <KL¢

of

O

, ue,

dan



regie-wet te beschouwen.
agt, als we het viak y = O

ewegingsvergelijkingen (4.9) t/m

:’.'m:' \
p m

a.

_ .. 1 . % I
E(ag)u(a)~“§(§1 )u(a.l ) - aqﬁ' / (%/0 u2+5)dx:=-./ u/o W dx (4.15)

8 a_

") v vl .
T e e k- . &
ol By ) 't i .
ﬂ'&”‘ &Y 7 R F- l

door de drukkrachten verrichte arbeld - de toename van kinetische
+ potentiele energle = energlieverlies ten gevolge van de wrijving.
Opgemerkt moet hierblj worden, dat, terwijl bij de opstelling wvan de
tegraalwetten (4.2) en (4.6) geen continuiteit of differentieerbaar-

' O en u verondersteld behoefde te worden, blj de af-

de functies QO
gebrulk gemaakt 1s.

ving ndige wrijving (we kunnen dan

, g van Euler), dan blijkt,dat de onderstelling 2
onderstelling 1. Friedrighs L9J heeft laten zlen dat
Innen worden als verge-

van de vergelilj-
Kingen van Euler bilij ontwikkeling naar de parameter O = dlepte x krom-
het oppervlak op een zeker tljdstlp, welke parameter steeds zeer

2. Voor de weerstand als functie van u, hn etc., zljn vele geheel-

of half-empirische formules opgesteld (vgl.l8]). Een der bekendste (geldi
voor een kanaal met b>> h) is die van Chézy

lul u

= &£ ., -——T
C™ h




(5.1).

karakteristleke

yperbolisch.

zen kunnen worden:

weer 2ldus gele

als dx = (u + c)dt
d ' n i @ d ( LE mt 2 @, ) Lo — d t ¥

ke integratie opgelost worden.

= O,

i
Mokl ; , i
;e B Py
" ,’} i A, A Farcnik i
o 0 )] v . A ; "
2 g .

‘:' Py S L MY e IU‘ . h . 'ril*,r * . i, : i "y s ¥
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tieken.
dan z1ijn

fX = u + 2c constant langs

+ .
c— = u + ¢ (de helling

de 4+ kKars kte ris
van de karakteristieken),

3f+ + £ -
F——r— C =

+ : .
C = lineaire combinaties van

f en f .

fﬁ’i @ b @ W ‘i % @ n n ?J e @ n v 0 u d i '&
Als een zeltere

de volzende:

karakteristiek recht is, dan ligt deze 1n een schaar
van rechte karakteristieken, Lang

nt.

s deze karakteristieken zijn u en c

Sl Y '.E:l.'l(_ = b,
;: j‘ -1 *}k 3 p:
® p -T ) ﬁ- A "r'

+ .

stlek zlJn £" en ¢
geldt ook on
_JCD een rechte + karakteristlek, waarlangs dus overal £7 en f~
elfde waarde hebben (fdt).

, _ _ . .. +- ; o _
gs de - karakterlistieken die Co snijden is  constant, dus
- +

v&%k@@Pﬂ*

+-

. Een + karakteristiek CV op enige afstand van €

- karakteristieken met de waarde f = f — langs

O
, o _ -+ - -,
= fo ; verder 1s f+econstant, dus C  1is recht,

+.

o ° C™ hoeft dus ook niet

Natuurlijk hoeft langs C' niet £ = f

evenwljdig te zijn asan Co+‘

De oplossingen van (5.1) waarbij een der scharen karakteristieken

roehte lijnen zijn (die dus constante waarden van u en ¢ dragen)
noemen we enkelvoudil
tgt ontstaan.
Zij voor t = 0 en x> O u =0 c =
en voor £t > O en x = O u = U(t).
' geblied van het t,x-vlak begrensd door de x-as en de 1liJn
1 C .. Onder deze 1lijn blijven de + karakteris-

ge golven.D.»» enkelvoudige golven kunnen als

en recht en

%




bled zijJn u en ¢ constant, dus
lemde karakteristile

!
;

I‘.

- 1

r| I
e

In het 2. depressie gol
functie is, treden dege niet op, de + karakteristieken snijden elkaar
nlet en overdekken het hele guadrant enkelvoudig (zie fig.).

gend) zullen de + karakteris-

geval van de z

zebled tussen deze omhullende en de lijn x = cot wordt door de karak-
teristieken 3-voudig ' elljk punt dus
drie waarden voor u en c¢ toegekend worden — bv. als in onderstaande
Flguur. In deze figuur is ¢ als functie van x getekend op drie tijd-
stippen tq, t2 en t3, resp. voor, op en na het moment, waarop de eerste
singuleriteit optreedt.

c(x)

overdel<t en er kunnen aan een derg

L
By e
+
2 U



insel physisch internreteren?
#-,%1 kan voor t > t, zeker nilet physisch refel zijn,
eiding v } V@Pi”lijkinyﬁn uitdrukkell Jk veronder-

water en de bodem

Fran 1W@ t t @ n . ( & . 2 )

hmwulawbehoud) blijven %elden blj de diucontinuiteit en dat W en de
afgeleiden naar t eindig blijven bij x E dan vinden we met (6.2):

Vg /Oq = v 0. =1 (6-'4)

"

Py — P 4 = V,u, /5 1~ Volo /0 ®
v

i
<
o)
5
O
i}
=3




(v, - v )3
_ _m O
7 = 2 VvV, + VvV (6.6).
g O
Hieruit blijkt, dat als er een discontinuitelt optreedt, {¥ altijd
£ 0 is (7= 0 levert met (6.4) en (6.5) dat P en u continu

zijn).

Nu stelt:ﬁ'voor:‘de door de drukkrachten verrichte arbeid — de toenamc
van Kinetische + potenti&le energie per tijdseenheid voor de limiet
a, — a,. Of anders 718 de in het discontinuiteitsvlak gedissipeerde
energle., Het blijkt dus dat deze bij het optreden van een discontinuitelt
niet nul kan zijn. Op grond van de energle-wet eilsen we nu:

Y > 0 (6.7)
waarbl]J het gelijkteken dus alleen bij continuiteit vervuld 1is, De aldus
gedisslipeerde energie wordt door de sterk wervelende beweging die in de
werkell jkheld in de ommiddellijke omgeving van de discontinuitelt Optre“df
in warmte omgezet, zodat de energie-balans natuurlijk toch behouden bllJfL
(6.7) drukt echter de onomkeerbaarheid van het proces uit. '
(6.4) t/m (6.7) noemen we de shock-relaties. We merken op dat alleen de
relatieve snelheden t.0.v, het front optreden -~ 1n overeenstemming met kot

gallileische relativiteits beginsel.

Opmerking. In de gasdynamica, waar geheel analoge verschijnselen optreden
18 de temperatuur een essenti€el optredende parameter, die direct met
druk en dichtheid samenhangt. In plaats van (6.7) krijgen we daar een
ongelijkheid door de eis dat de entropie in de dizscontinultelt niet mag
afnemen. | '

Dat de energie-wet, die 1n §§4 ult de bewegingsvergelil jkingen afgeleild
werd, hier niet blijkt te gelden, behoeft geen verwondering: bij de al-
lelding in &;4 werd uitdrukkelijk van de continuiteit en differentleer-

R

baarheild vag u en}ﬁ> gebruik gemaakt,



We leiden nu enkele gevolgen uit (6.4) t/m (6.7) af.
Zonder beperking kunnen we m > O veronderstellen,
Dan moet daar ? > 0, volgens (6.,4) en (6.7)
O< v, £V —
1 O
— _ —>
Bo< Ps 7

In (6.4) en (6.5) voeren we nu de grootheid ¢ in:

NI,

P

L
Dit levert na enlg rekenen
2 2

SR
—

g
P

of .2 a2
o 2V v _ EVO v1

AT

L g

QO
|

v

Q
!

| Hieruit volgt: |
Vo 2 ©4 >Co > V4 > O

E(A)

(6.8)

(6.9)

(6.10)



het front in,

1jde 18 de relatieve snelheid superkritisch (V0:> CO),
de sub-kritisch (vq-< cq)

der zljden van het front de absolute snelheld O is, dan

de richtin

van de kleinste diepte (geen "ver-

t e i
..1,,.“

grootheden, dan kunnen we de belde andere berekenen

(de ongelijkheid kan dienen om bij

het optreden van meerdere oplossingen

goede te kiezen),

> beschouwen nu de ligging van de karakteristieken ten opzichte van de
discontinulteltslijn x = é;(t) in het x,t-vlak,

Uit (6.10) volg

dus :
<e " | (6.11)

(6.12)

ieder punt van de discontinuiltelts
1ijn wordt gesneden door drie karak-

+ - |
C, s C, ) die

teristieken (C_,

’.

"van links" komen en een (C1+) die

"van rechts" komt.

Daar ledere karakteristiek een gege-
ven - "transporteert" (de groothe-
den fZ) beschikken we bij de nume-
rieke integratie dus precies over
voldoende gegevens in de punten van de discontinuiteitslijn. Hier Dblijkt
opnleuw de onomkeerbaarheid van het proces: we kunnen alleen in de
richting
dan 1s er natuurlijk geen voorkeursrichting
Het integratiewprobleemveér het geval dat de gegeven begintoestand
een discontinuiteit bevat is hier mee opgelost. Het

geval van § 5, waarbi]
de discontinuiteit in de loop der integratie optreedt eist iets meer
voorzichtigheid: in

van positieve t integreren (als er geen discontinuiteiten zijn,

voor de 1integre
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daarom in de omgeving van dit punt reeksontwikkelingen tToepassen naar

een paramater dile de g8terkte van de voorlopig nog zwakke shock be-

schrijft (vgl. Courant-Friedrichs|5] pag.156 e.v. en Friedrichs|11) ).

J

Appendix. Volledigheidshalve geven we ook nog de resultaten voor m<O0O:

L

Vo< = cy<-c, KV,<O0 | . (6.10a)
T

cl < C. <% <cq ‘ (6'»”8-)‘
Cq < g | ‘, (6.12a)

waarblij de volgende plaatjes behoren:

|
\ l O
“ |
\, I ,

e mt—wr—— (__...}i___.,_ ---..,Z__m____‘ \ﬂ,\ l
-—-.-......__..._.__._______...:___..______._.______..__...* lh
§ (t) x I |

5 |

.w""C. -+ l C....

(. Zwakke shocks.

We Dbeschouwen nu het geval, dat de discontinuiteiten klein zilijn,
hetgeen we ult kunnen drukken door de eis dat 101“Col<xlco of C. s &N
we stellen:

°o = ¢ (1-7) (7.1)
Cy = C (’1+2') |

waarin dus | 3{<< 1.



.10a) vinden we al-

7.2)
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Als nu s > 0 (dus c,>c¢y of m>0), dan volgt ult (T«1)s (7.2) en de
..l..

deflnitles van c-—, £ (pag.10) direct:

 aad -

. CATC
O 2
% —— "T—JI D C(g'a' +ﬁoa)

fg-f::_=20 (onn23”3+.ao) | . |
fa ~ f’; = 2cC (4?’ +2 3-h......) (7.3)
oy - 1 = 2c (2-+i223_+...)

e = ¢] =2 (33+ 225 Fao..)

En voor 3' < 0 (dus Ca> C

£y - £1 = 2c (Ml + 2%+, ) (7 .3a)
£7 - £7 = 2¢ ( +217{3+...)
el - el = 2c (3131 + 2!y3!+...)
Cqy = ¢4 = 2¢ !?«] + 2’2«3l+...)

quzien hieruit:

1°. de karakteristieken worden "ocebrokent over hoeken dle van de orde

V&nzy zlijn; de helling van de karakteristieken aan de O zlJjde 1is

altljd het grootst;

29, de discontinuite 1tslijn x = % () 1s in ieder punt "bilsectrix" van
twee elkaar in dat punt ontmoetende karakteristieken ult het O en
1 gebled (op afwijkingen van de 2de orde na), vergelijk de figuren
op prag. 14 en 15 - als aw% 0, dan zijn het de + karakteristieken;

39 de karakteristieke functie, die behoort bij de "doorgaande'! karak-
teristiek (zie de figuren - als 3 Z 0, dan is dit Ci) 1s vrijwel

continu (op afwijkingen van de derde orde na).






igs, en stellen U(t)= % at. (a>0). Uit (5.2) volgt dan, d:
gebled, waar gulariteiten optreden geldt:
langs de rechten (+ karakteristieken)

X = (CO + at)(t-7) (T >0) (7.4%)

is uw-%a’t

1 _
CO +3a’t'*

0
Il

terwljl voor x > ,cot u =0, ¢ = Ch

We zoeken nu de omhullende van de karakteristieken (7.4). Dez
den gegeven door

{ x = (cytaT) (t-T)
0 = = (cO + at)(t-T)= at - cq =2 8T

of: Cq

(co+a’7:)2
X = g (7>0)

(c,t+at 2
R (=59 7.7

I

de omhullende

Het "eerste! punt (voor de kleilnste waarde van t) var
wordt gegeven door de parameterwaarde T = 0 en ligt dus op de + karak-
terlistiek x = at, die het in rust zijnde gebled scheldt van het gebiled
waar de beweging reeds begonnen 1s. (N.b. bij meer algemene functies
U(t) behoeft dit geenszins het geval te zijn). In dit punt is dus

?;_..% =00 en hier zal de vorming van de shock-golf moeten beginnen.



Daar we hier ongetwijfeld een shock krijgen met c‘)c1 (dus m <0)
en deze aanvankelijk zeker zwak zal zljn, volgt uit (6.11.a) (vgl.
ook de bijbehorende figuur), dat in het 1-gebied geen karakteristieken

van de discontinuiteltslijn ult in de positieve t-richting

vertrekken

(anders gezegd: het front beweegt met superkritische snelheid t.o.v.
de vloeistof aan de 1-zijde). Hieruit volgt dat hier de rusttoestand

blijft heersen - de +karak-
teristieken blijven recht met
richting 0°
Volgens het voorgaande blij-
ven dan ook aan de O-zijde de
+karakteristlieken, gegeven
door (7.4) bij benadering
recht, zolang
is.

scoefficient c

de shock zwak
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cg = Cq + a7 , waarbij tj.%en T voldoen aan

gm(co + aT)(t -T). (7.8)
Op grond van (7.3%a) geldt nu dat bij benadering:

ctveT

a& _ Y01 1 | |

a—E- = “-:CO +'§ at (7.9)
Om de discontinuiteitslijn te vinden moeten we nu van het stelsel

C
(7.8) en (7.9) de oplossing zoeken, waarbij voor T =0, t = -8 ,
c

£ = -55- (7.10)

We kunnen dit stelsel oplossen door £ en ’&: als functies vant¢ te be-
+

schouwen (op iedere CO karakteristiek, bepaald door de parama2ter T,
ligt een punt (t,&)).

Uit (7.8) volgt dan

aE dt
a-% = ~2a7T -CO"“at + (Co+at)a-.-t

en uit (7.9) volgt
aE  d& at
dz ~ dt ° dT
zodat we vinden

5 azr%%;+ at

1 at
(Coﬁat)a—f- >

Il

+ 2 a7T

{

©0

De oplossing hiervan, die aan de beginvoorwaarde (7.8) voldoet is

C
t mué-9+%'r, ‘ , (7.11)
en met (7.8) volgt dan
é) = -—315 (co-i-az') (300+a'z") (T>0)
= o= (cy+3at)(3cy+at)  (t> 2) (7.12)

waarmee de discontinuiteitslijn bepaald is. Samen met (7.4), (7.5) en
(7.6) is hierdoor de beweging geheel beschreven.

We merken op dat deze onder de omhullende van de Cgkarakteristlgw
ken verloopt. (Vgl.(7.7)).

Natuurlijk geldt (7.11) alleen, zolang de shock zwak is, d.w.z.
zolang het verschll van de c-waarden aan weerszijden van het front

kKleinis t.o.v. deze waarden, dus volgens (7.5), zolang % AT Cy -
(Natuurlijk kunnen we door het beschouwen van hogere benaderingen onze

resultaten nog verbeteren).
Voor het verdere verloop (waarbij de ngkarakteristieken niet meer

recht blijven) moeten we dan weer het numerieke proce’de’ van § 6 ge-
bruiken.
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